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This paper is concerned with interpolation of real functions on compact
intervals by nonlinear splines called regular splines introduced by R. Schaback
and H. Werner. Regular splines contain the classical polynomial splines and
represent a more flexible class; for example in the neighborhood of singularities
one can use rational splines. We consider boundary value and periodic inter
polation problems. In the case of boundary value problems interpolation yields
unique results. With regard to the existence of interpolants we develop a non
linear system of equations that can be written as the sum of a linear system of
equations, known from the theory of polynomial splines, and a perturbation
caused by the nonlinearities. The main tool in achieving this is a theorem which
states that divided differences may be written as convex combinations of special
divided differences that operate only on knot intervals. Convergence properties
conclude this paper.

1. EINFUHRUNG

Gegeben seien em reelles Intervall [a, 17] mit a < b und k Knoten I,.
1.2•... , k. mit

(1.1 )

Zu eillem 11 E N seien weiterhin flir jedes Ii : == [Ii. IiI] Klassen Xi C C" [Ii]
gegeben. i = O. I, ... , k. Dann definieren wir die Klasse Sx del' (nichtlinearen)
Splines beziiglich X =.~ (Xo • Xl ..... Xl.·) und der Zerlegung (I.l) als

S,,: :.1' E C"[a. 17] j .I'll Pi .Yi:PiE'+'nl:X,EX;:i=O,I,.... /\::

( 1.2)

dabei sci 'PIli die Menge aller Polynome hochstens Ill-ten Grades. Wir be
tl'achten die folgenden Interpolationsprobleme:
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A. Randwertproblem

HERBERT ARNDT

Gegeben seien naturliche Zahlen 110 , III mit 110 III

fE C1I[a, b].
Gesucht ist eine Funktion S E Sx mit

n und eine Funktion

Ii 0: .I 0, I .... , 11 0 ,

SIii(tJ flil(tJ 1 2, ... , k; .i 0, ( 1.3)

I:'
'.
k J: .i o. l...., 17] .

Fur periodische Funktionen fE C(IR) kann die Zerlegung (1.1) periodisch
auf IR fortgesetzt werden. Es sei

t i I t i (h a). i fcc N,

i t '1 I (h a). i E N.

Dann ist
... < t j t j ... ] jEL,

eine periodische Zerlegung von IR mit del' Periode b a.

( 1.4)

B. Periodisches Illterpolationsproblem

Gegeben sei eine periodische Funktion fE C"(IR) mit del' Periode h- a.
Gesucht ist eine Funktion s E Sx mit

S(ti) fU,), i 0, I. ... , k I.
( 1.5)

SII)(C) siJJ(h). j 0, I, ... , Il.

Eine Lasung s von (1.5) kann dann periodisch auf l~ fortgesetzt werden.

BEISPIEL 1.1. (I) Fur i 0, I, ... , k sei

X,: {x ~ 1.1-\111 i x(t) cit -- t;)11

Dann heiBt SII;l,!: Sx Klasse der polynomialen Splines.

(2) Fur i 0, I, ... , k sci

)x E CU[/ill x(t)
(t

(t - tJII

)
III I 111'11t ------- ----

I (I, 1 til lIl il ]

III i , li'i 1 E IR ; t c Ii ~.

Dann heiBt 5".1;: Sx Klasse der rationalen Splines (mit linearen Nennern).
Um Zll hinreichenden Bedingungen fUr die Existenz cineI' Lasung des
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Randwertproblems und periodischen Tnterpolationsproblems zu gelangen,
fordern wir von den-Funktionsklassen Xi , daB sie die folgenden Bedingungen
(R), (D) und (B) erfUllen:

(R) Die Klassen Xi, i == 0, I, ... , .11., seien regular von der Ordnung n
in Ii .

Dabei heiSt eine Klasse ~ C C"[a, b] regular von der Ordnung 11 in [a, b],
wenn fLir zwei Funktionen s, S E ~ gilt: Besitzt (s ~ ;7)(11) mehr als eine
N ullstelle in [a, b], so folgt s S. Regulare Klassen Xi haben die Eigenschaft,
daB ihre Elemente durch ihre n-ten Ableitungen in den Punkten f i und f i ,]

parametrisiert werden konnen, d.h. fUr Xi E Xi konnen wir

schreiben mit

.\;(M" .1\4,.], f),

d"
-I-~ Xi( M, ' .Iv!,.] , f j ),( f II

f E Ii ,

j und j I T I.

(1.6)

(D) Die regularen Klassen Xi' 0, I, ... , k, seien glatt vorn Grade
11 + 2, d.h. es gelte Xi C C"'2[1i] und die Funktionen (1.6) und ihre Ablei
tungen mogen stetig von M i und M, ] abhangen.

(B) Die Funktionen Xi E Xi, i C.c 0, J, ... , .11., seien (II + 2)-beschrankt,
d.h. Schranken fUr X;n)(1i) und x;")(fi11 ) innerhalb ihrer Definitionsbereiche
lind fUr I x;")(11+]) ~ x;n)(1,)/1 f i +1 - f, ! fUhren zu Schranken fUr X;,,+2) in

Ii'

BezLiglich del' Definition der Bedingungen (R), (D) und (B) vergleiche man
mit Werner [15]; dart wird die Bedeutung der Bedingung (B) diskutiert.

Weiterhin benotigen wir den Begriff der Zulassigkeit (vgl. Sehabaek [12]):
Das Tupel (Mo , M] ,..., MI.:+1) E [Rl.:c2 heiSt zulassig (fUr X), wenn M i ,

0, I, ... , .II. -; I, zulassige Parameter fLir die Funktionen (1.6) sind.
Die Bedingungen (R), (D) und (B) sind fUr die Klassen X, aus Beispiel I. I

erfLiIlt. Wahrend im ersten Beispiel aile Tupel (Mo , M] ,... , M k :]) E [R": 2

zulassig sind, erweisen sich im zweiten Beispiel aile Tupel (Mil' M] ,..., M k +I ) E

'2 als zulassig.
Interpolationsprobleme mit Splines aus SlI+1.1.: sind z. B. von Ahlberg ef al.

[I] und Karlin und Ziegler [9] behandclt worden. Da diese Probleme linear
sind, steht die Struktur der zugehorigen Matrizen im Vordergrund der
Untersuchungen. Tm Fall n 2 konnte Schaback [II] ein Kriterium fLir die
Interpolation bzgl. 6 2 .1.: angeben, jedoch lassen sich seine Ergebnisse nicht
auf den Fall n 2 iibertragen (Arndt [4]). Werner [14], Braess und Werner [7]
und Schomberg [13] haben die Klasse 6 2 .1.: zur Approximation stetiger
Funktionen herangezogen, vgl. auch Braess [6] in diesem Zusammenhang.
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Interpolationsprobleme mit reguliiren Splines sind fur n 2 von Schaback
[12J und Werner [ISJ untersucht worden. Runge [lOJ und Werner [IS] habcn
diese Ergebnisse auf die Losung von Anfangswertproblemen bei gewohnlichen
Differentialgleichungen angewandt.

In dieser Arbeit sollen die Ergebnisse von Schaback und Werner auf
beliebiges n E~" veral1gemeinert werden. Dabei stehen die Eigenschaften
gewisser Differenzcnquotientcn 1m Vordergrund del' Untersuch ungen.
Ahnlich wic bei polynomialen Splines wird ein Gleichungssystem aufgcstellt.
dessen reehte Seite aus Differenzenq uotienten uber den Knoten und gegebenen
Daten besteht. Diese Differenzenquotienten werden als Konvexkom bi
nationen von Dilt'erenzenquotienten dargestcllt, die nur auf Knotenintcrvallen
\vi rken. Asymptotische Entwiekl ungen <·.oJcher DifTcrenzenq uotientcn ge
statten cinc Losung der Interpolationsaufgaben, indem die zugch{irigen
Gleich ungssysteme als "gestorte" Iinca re Gleiehungssysteme ~wfgefaf.h

werden, deren linearen Anteile aus de!" Theorie del' polynomialen Splines
bekannt sind.

In cineI' spiiteren Arbeit sollen spezieilc reguJiire Splines und ihn:
numerische 13ehandlung untersucht werden.

2. EINDEUTIGKEIT DES RANDWERTPROBLEMS

Wir werden zeigen. daB filr regul~ire Klassen X hochstens cine [nter
polierende des Randwertproblems (1.3) existiert. Den Eindeutigkeitsheweis
fLihren wir mit Hilfc del' Anzahl der Nullstel1en del' Differenz zweier Splines
aus .'1.1"' Oazu definieren wir die Vielfachhcit cmer Nullstelle wic uhlich:
Eine Funktion g CIi'[a. 17] besitzt in I [a. 17] cine Nullstellc der Vielfachhcil
r, wenn

g(t) g'(t) ... =c g'r-l)(t) O. r m I,

gilt. Zwei Nullstellen I und I von g hcif3en separiert. wenn g nicht identisch
zwischen ihnen verschwindet: Vielfachheiten seien zugelassen.

FLir die folgenden Ausfiihrungen vcrgleiche man Braess und Werner [7] und
Arndt [3J.

LEMMA 2.1. Es seien s, s' 0 Sx . lind die Klassen X, seiell regullir. Dann
besilzl )\': (,I' Itochslens Ii I separierle Nullste//ell. Falls H' sogar
k + 2 Nullslellen besilzl. rerschwindel Ii' idenlisclt aliI" einem Teilinlermlll'on
[a. 17].

Beweis. Wir nehmen an. \1' besiiLk k 2 separierte Nullstellcn. Dann
liigcn in einem Intervall [Ii' I, 1] mindestens zwei separierte Nullstcllen. Dic'
ist ein Widerspruch LUI' Regularitiit der !(!assen Xi'
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Besitzt 1\' mindestens k 2 Nullstellen, so sind diese nach dem ersten Teil
des Lemmas nicht separiert. I

LEMMA 2.2. Es seien .1', .1'''' E Sx und die Klassen Xi seien regular. Dann hat
die Diflerenz r : = s . - .1'* hochstens n -+ k _L I separierte Nullstellen. Falls r
sogar n ". k ", 2 Nullstellen besitzt, l'erschwindet r aut" einem Teilinterrall I'On
[a. h] identisch.

Bel1'eis. Angenommen r besitze n -+ k ., 2 separierte Nullstellen. Nach
dem Satz von Rolle hat w :.= r(lI) dann k + 2 Nullstellen; diese sind ebenfalls
separiert. Dies widerspricht der ersten Aussage von Lemma 2.1. Hieraus folgt
sofort die zweite Behauptung. I

SATZ 2.3. Es seien s, .1'* E Sx mit reguliiren Klassen Xi' Die Dift"erenz
r: s s'" habe n + k 2 Nullstellen 2 1 ~2 Z" . k 2 mit

i ~. i c= L 2, .... k. (2.1 )

Dann gilt s .1'* aut" [a. b].

Beweis. Oer Beweis erfolgt durch Induktion iiber k. Fur k 0 folgt die
Aussage des Satzes aus Lemma 2.2.

Wir nchmen nun an, der Satz sei fUr Intervalle mit hochstens k Knoten
bewiesen und zeigen seine Richtigkeit fUr Intervalle mit k Knoten.

Da r mindestens n -'- k -+- 2 Nullstellen besitzt. verschwindet r nach
Lemma 2.2 auf einem Teilintervall [t;, t j I] identisch.

Es sci / I. Oer Punkt t i ist eine (n' I}-fache Nullstelle von r. Wir
konnen daher definieren:

~ * ..;..; .

- * .-i

Wegen (2.1) gilt

t i •

i = I. 2, ... ,/.

i L Li 2..... n / I.

.:.; t, -- n I .} ~ 1.2, .... j I. (2.2)

Also besitzt r im Intervall [to' til mindestens n (j I) 2 Nullstellen. die
(2.2) erflillen. Oa im Tntervall [to. til hochstens k- I Knoten liegen.
konnen wir unsere Induktionsvoraussetzung auf das Intervall [to. til an
wenden. Also gilt r = 0 auf [to' tJ

Entsprechend schlieBt man auf das Verschwinden von r im Interval [til'

t j • 1], falls / k - I.
Insgesamt ist damit gezeigt, daB r im Intervall [a. h] identisch

vcrschwindet. I
Ais Anwcndung erhalten wir unmittelbar
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SATZ 2.4. 1st das Randwertproblem (1.3) beziiglich Sx mit reglilaren
Klassen X, hlsbar, so ist die Liisllng eindeutig hestimmt.

3. DIFFFRENZENQUOTlFt"TEN

Bci der Behandlung der Interpolationsaufgaben mit regularen Splines
erweist sich der Begriff des DifTerenzenquotienten aIs sehr nutzlich. FLir eine
ausfUhrliche Darstellung sei z.B. auf Werner und Schaback [16] \erwiesen.
Auf3erdem werden wir die fLir unsere Zwecke wichtigsten Hilfsmiltel bereit
stellen .

Gegeben seien III paarweisc verschiedene reelle Zahlen t , . i O. I.....
Ill, mit

i3.I)

und I1l natLirliche Zahlen 1'; . i O. I... m. mit 2..:;':" J',

bezeichnen wir mit T die Punkte
Ii I. Dann

und mit T't, die Punkte

VI; J.'1 ~'III

to" to ,... , to ,.... Ii. t i , ... , 1; , ... ~ llil . till ••••• !/I/ .
~ ~ ._~~--

Vf) }J i 1 l·'Ni

Weiterhin bezeichnen wir mit Ll"( T)f den ,Hen Differenzenquotienten der
Funktionfuber den Stutzstellen T. Mit der Schreibweise Ll(,,(T)fdeuten wir
an. daf3 das lineare Funktional .111(T) bezuglich der Variablen t anzuwenden
ist. 1m Faile III I gilt die Rekursionsformel

(3.2)

Bezeichnen wir die Punkte von T mit '" I. 'I' .... t n '. so gilt fUr zwei Funk
tionenJ: g iCC C"[a. h] die Produktformel

.1 "(T)[/ . g] " Ai( * .,. A"L LJ t()·, .... t I )J . LJ

/--0

(3.3)

FLir zwei Funktionen J: g c C"[tO . till]. fLir die

O.I .... nLi 0.1 .... 1.
I'.

gilt. schreibcn wir kurz I gaul' T.
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Das Randwertproblem (1.3) enthalt Il -, k -+- 2Interpolationsbedingungcn.
Aus den in (1.3) genannten n +- k -+- 2 Funktionswerten von! konnen wir
k -;- 2 "aufeinanderfolgende" n-te Differenzenquotienten bilden. die wir del'
Reihe nach mit

(3.4)

bezeichnen wollen. GemlUer sei

~ '--,'-"'--

/10 /1-/10-+ 1

D k del): .1"(... , (k--l , (I" , (k+1 , tl.tl , ... , (k' I) I
~ ----...---------

/I 111 /II I

Entsprechend bilden wlr fUr periodische Funktionen fE C"(IR) mit den
Stiitzstellen (1.4) die k -:- I "aufeinanderfolgenden" l1-ten Differenzen
quotienten

mil
DiU): .1"(ti' (i',l"'" (/.,,)/ i c.~ 0, I. .... k.

(3.5)

Zur einheitlichen Darstellung del' Dilferenzenquoticnten (3.4) und (3.5).
wenden wir uns wieder del' Zeriegung (3.1) zu und bezeichnen mit Z die
Stiitzstellen

[0' 10 ~ ... ~ to, t1 , t1 , ..• , t] , ... , tm , 1m , .. " tm
~~~

/I 11 11

d.h. Z besteht unter Beriicksichtigung del' Yielfachheit aus (111 -'- I) . /I

Punkten. Aus Z konnen /I . m Blocke Z; ,i 1.2, ... , /I . m, von /I I auf
einanderfolgenden Punkten von Z gebildet werden; d.h. gilt i /I' I i mit° / 111-- 1, J j n. so bestehe Z; aus den Punkten

t{ . ({ ,... , (I ' (, l' ({ il'"'' (1·1 .

~'-"/-'---
/I -- i

Da wir auf diese Zeriegung von i after zuriickgrcifen, setzen wir

KompU) (I,i).
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Fur den Rest dieses Abschnittes bezeichne T die Stutzstellen

tn , tn ,···, tn , t I ' t'2 ,. .. , tn,
~

1'0

1 ~ t 111 ~ till , ••.• {iii •
-.-,,----

Ji/il

also J'i fUr i I. 2..... In und

J-'(I l-'m /I (IJI 1) /I 2 /II. (3.6)

Weiterhin sei hi: t iil Ii, i 0. I. .... IJI - I. Die folgende Skizze
veranschaulicht die Elemente von T:

• .\

\: :1
Vn , . I'ill

I : :\
• • • • • •
tn t1 Ie t lil till -1 til)

Mit diesen Vereinbarungen gilt der flir das Foigende grundlegende

SATZ 3.1. Es sei IJI I. Dann gihl es zu T reel/e Zah/en c, , i
11' m. so dajJfiirjedesfE C"l[tq , I,,,] gill

I. 2.....

L1n(T)f I c, . L1"(Zi) I
i I

(3.7)

Wir bemerken. daJ3 Satz 3.1 allgemeiner fur beliebige (n-+ I )-punktige
Stutzstellenmengen T mit mindestens zwei verschiedenen Stutzstellen gilt.

Zum Beweis benutzen wir zwei Lemmata. Mit Hilfe der Knickfunktion

(I) I. 0,

definieren wir fur i mit (I,j)

0, I <:: 0,

Komp(i) die Funktionen

I(t): (t I, 2. ". /I . /II. (3.8)

Es gilt IE Ci 2[tn , I",J, wobei fLir.l I eine Sprungstelle auftreten kann.
Deshalb wollen wir vereinbaren. daG unter t'j")(r), r 0. 1,.".11. stets die
Rechtsableitung im Punkte I zu vcrstehen ist. Mit diesen Vereinbarungcn
laGt sich das folgende Lemma leicht beweisen.
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LEMMA 3.2. Es seiI E C"-l[to , tm ]. Dann gibt es genau eine Funktion

31

s(t)c= p( t) t· L d,j;(t),
i--l

mit

(3.9)

0, I, ... , III; f ~~ 0, 1, ... ,11 --- 1.

Aufgrund von Lemma 3.2 geniigt es, Satz 3.1 fUr aile Funktionen (3.9) zu
beweisen. Da die .j; in del' Darstellung (3.9) linear auftreten. geniigt es
weiterhin, Satz 3.1 fur die II . m Funktionen Ii, iI, 2"00' II . m nach
zuweisen.

LEMMA 3.3. Es sei (f,) --~ Komp(i). Danl1 gilt

f,i 1,2, ... ,n·m. (3.10)

Bnreis. Es sei (/*, )*) = Komp(r). Gilt I cF 1*, so ist (3.10) sicherlich
richtig, da dann n-te Differenzenquotienten iiber Polynome (n- I)-ten
Grades gebildet werden. Sei also I 1* . O.B.d.A. konnen wir I 0 an
nchmen. In diesem Fall geht (3. 10) Libel' in

),)* = 1. 2.... , 11. (3. I j)

Es sei)* <j. Daj;(t) 0 fur t <::: tl gilt und in tl aile Ableitungen bis zur
Ordnung) -- 2 verschwinden, falgt offenbar

)* <: j.

Ahnlich gilt fur}* > }

L::J1'(Zj*)!i = Ll"(Z;*)[(t - tor-
j

(t - tIy 1
]

= Ll"(Zj*)[(t - to),,-j (t - tI)H] = 0,

da Ii und das Polynom (t - to)'H (t - tI}i-I in den Stiitzstellen von Zj* in
den bei del' Bildung der Differenzenquotienten auftretenden Funktions
werten und Ableitungen iibereinstimmen. Damit ist (3.11) fUr j cjc}*
bewiesen.

Sei nun} == j*. Dann gilt

Lln-I(ZNI).!J = Lln-I(Z;'lh) 0 = 0,

daj; und seine Ableitungen in ZNI die Werte 0 haben. Andererseits gilt

Lln-I(Z;\tO).!J =c Ll"-I(Z;\tO)[(t - to)n-j (t - tJ)~ 1]

= Lln-l(Z;\tO)[(t - to}""; (t - tIVJ] I,
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dajj in Zi\fo mit dem Polynom (t to)',-j (t .. t1)j-l ubereinstimmt. Damit
folgt (3.11) fUr j = j* aus der Rekursionsformel (3.2). I

Bel'.·cis von Satz 3.1: Es sei (I, j) = Komp(i) und

1.2, ... , n' m. (3.12)

Mit dieser Definition folgt die Behauptung aus Lemma 3.2 und 3.3. I

Die folgenden vier Lemmata beschreiben die Struktur der Konstanten
(3.12).

LEMMA 3.4. Es gilt
n·m

I Ci
/-,1

1. (3.13)

Beweis. Einsetzen der Funktionf(t) t" in (3.7). I

Die folgende Aussage findet man z.B. in [8].

LEMMA 3.5. Es gilt

Ll/(T)(x - ty l 0, falls t '= (to. tm ),

LlJ,"(T)[(x - to)" 1 (x - tl)O] O.

Ll,."(T)[(X -- ttl (x - t])~-l] O.

falls ~'\l 11.

falls I'] cc 11,

Ll
J
."( T)(x - t)':-] o sonst.

LEMMA 3.6. Es sci g c e" [to , tm ]. Dallll gilt

I' == 0.1.. ... m.

Beweis. Anwendung der Produktformel (3.3). I

LEMMA 3.7. Fur die in (3.12) dejinicrtcn Konstanten gilt

Ci > 0

und

fUr i == n - vo +- 1, II -- Vo 2, ... , n(m - I) I'm (3.14)

fur i ~= 1,2, ... , II -- >'0 lind ieee n(m - I) - '''i'' I, ... , n . m.

(3.15)

Beweis. Nach (3.12) gilt mit (I,n = Komp(i)

D :=c (c;llI t ) == Ll"(T)[(t ._. tl)"-i (t - (l+l)J1].
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Ftir j ~. n folgen die Behauptungen sofort aus Lemma 3.5. Sei also j < n.
Wir spalten (t - t l ) auf in

mit

('

Mit Lemma 3.6 folgt

(3.16)

Damit folgen die Behauptungen durch lnduktion tiber n. I

Formel (3.16) liefert eine Rekursionsformel zur Berechnung der Koeffi
zienten Ci •

Flir weitere Untersuchungen fiihren wir eine neue Bezeichnung ein. Es sei
(I,il = Komp(i). Dann setzen wir

DNn :-I-j,J)/:==Lln(ZJf=Lln(tI, ... ,t/,f/'l,· .. ,tl+1)f
~~

n!- 1--j j

und

. , .. P")(t l )
Dll(O, n + l)f.= D,en -;-- 1,0) f .= ----,~... 11 .

(3.17)

Die folgende Aussage tiber diese Differenzenquotienten beweist man leicht
durch Induktion.

LEMMA 3.8. EsseifECn [t l ,tl+1].Danngiltfiirj 1,2'00.,11

__ j, j) f = _1_ [( __ I)j "'fj (11 -- i.) hi-1 1([-1 '(1,)
hi" i_1 .i - 1 I (i - 1)!

Spater benutzen wir noch

LEMMA 3.9. Es seien g, g* E Cn[to , tm]mit g = g* auf T\tio und Ll neT) g =

Lln(T) g*. Dal1n gilt g =. g* auf T.
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Zum Beweis vergleiche man die Interpolationspolynome von g und g*
beziiglich T.

Es sei nunfc e" ~[to, rd. Wir entwickeln den n-ten Ditferenzenquotienten

DTI(n~l-j,i)f: DolI(II+1 j,j)j~

LEMMA 3.10 (vgl. Werner [15]). D"(II 1

der FOrtll

j •.I) f hat eine Entwick/ling

D"(II

mit

1 -- j,j)f II .i '1
-(n~-1TI jy, Il

lind

1 •'1
__~ / [D n(1I

(II I )! . In ."

Weiterhill gilt

- .I, j)Cr- tf" I j . (I[

(3.18)

Beweis. Nach dem DarstelJungssatz von Peano fUr lineare Funktionale
(siehe z.B. Werner und Schaback [16]) hat DU(l! +- I j,j)feine Darstellung
der Form (Entwicklung um to)

• 'I

+- j pu, 21(t) D"n(n +
to

mit

. . (\ tr" [
-- J I) ~-~-~~ ilr

, (II.' I)!
(3.19)

I
c. ,'C --

) n! '
. .) (.\ to)" ,[
I I ~~~---

, (n -1- I)!

Nach der TaylorformeJ gilt

i (' (t[ -- t)fIU 121(t) dt].
• 10

(3.20)

Subtraktion von (3.19) und (3.20) liefert

I I d It
Dn(1I -1- I - .I, j) f = ( (j ) !If i j M +- f P"121(t)./IT - . h- , 0 ", ~ h' 1 1

0

x [Dr"(n
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Den Wert von dj erhalten wir aus der Gultigkeit von

35

D/'(II + I
. . (x -- to)'" l

.I,t) (n -: I)!
----)--- h
(n -- I)! '

.i c= 0, I" .. , II I,

wie man leicht durch lnduktion liber 1/ unter Benutzung der Produktformel
(3.3) beweist.

Hiermit folgt

DU(II j. j) I

( I .i) M + __.L - M -- R (t ( /)n!-(I1---I)T.o (1/+ I)! 1 )0'1'

II+I-.i
-(-'-1.)1 M oII -;- .

Damit bleibt (3.18) nachzuweisen.
Wegen, t E [to, tl ] gilt offenbarj(tl-- t) D( t l - (o !) und aus Lemma 3.8

folgt durch Einsetzen der Funktion (x -- t)'~+l sofort

D/(n -- I - .i,j)(x -- tr+l C~ DC (I - to i).

SchlieBlich liefert die Integration von {o bis (I wegen der Stetigkeit von f(1i 2)

die Beziehung D((tl - toY) fUr Rj(to, t l . .n. I

4. GLEICHUNGSSYSTEME FUR REGULARE SPLINE-FuNKTIONEN;

HINREICHENDE BEDINGUNGEN

Wir zeigen, daB die Existenz von Lasungen bestimmter Gleichungs
systeme aquivalent mit der Existenz von Lasungen der betrachtctcn Inter
polationsproblcme ist. Diese Systemc lassen sich als "gestarte" lineare
Gleichungssysteme schreibcn. AnschlieBend weisen wir nach, daB unter
geeigneten Voraussctzungen eine Lasung der Interpolationsprobleme flir
hinreichend kleine Knotcnabstande existiert. Daraus Iciten sich Konvergenz
aussagen abo

Die Klassen Xi. i = 0, I, ... , k seien regular. Wir betrachten zunachst das
Randwertproblem (1.3). Es sei S E Sx cine Lasung des Randwertproblems
(1.3). Wenden wir die Ergebnisse von Satz 3.1 auf die Zerlegung (1.1) des
Intervalles [a, b] und die in (3.4) definierten n-ten Differenzenquotienten an.
so kann Db) in der Form

Ii'(kil)

Dl(s) = I c/,Lll/(Zj) S,
/--1

/=cO,I .... ,k I. (4.1)
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dargestellt werden, wobei wir in diese Darstellung gegebenenfalls Koeffi
zienten c/ mit dem Wert Null aufgenommen haben. Es sei 01' in der Form

mit

Pi E ~nl , t EO Ii' i .. O. I.... , k,

/vIj. j i und j~=i+l, i~~O,l,...,k.

dargestellt. Mit der Definition (3. t 7) geht (4.1) dann tiber in

wobei zwischen den Koeffizienten c/ und cL die Beziehung

!; !I

)' "\' c'D"(n
i- LlJ l

;,--0 )1
j,j) XJ/vIi' M i +l , f). O. I..... k I,

(4.2)

I
C i , (r, j) Komp(i), i t, 2.... , J1 • (k! I),

besteht. Gleichsetzen von DI(s) c= DIU) fur I O. I ..... k -+ I fUhrt zu dem
nichtlinearen Gleichungssystem

I,. 1/

L L c;jD/'(n
i=O j=-l

1== 0, I, .... k I,

(4.3)

zur Bestimmung der GraBen AIlI , /vi] ..... /vI""l fUr das Randwertproblem
( 1.3).

Entsprechend gehen wir beim periodischen Interpolationsproblem (1.5) vor.
1st s c: Sx eine Losung von (1.5) und ist 01' periodisch auf \R fortgesetzt, so
gelangt man mit den n-ten Differenzenquotienten (3.5) zu dem nichtlinearen
G leichungssystem

7.. n- 1 II

L I (~iD/,(n
/,-"'-0 )=, I

0, L. ... k.

(4.4)

Das System (4.4) besteht aus k t Gleichungen zur Berechnung der GraBen
ll1 l1 , /\1[1 •... .'vll , .

Fiir die Gleichungssysteme (4.3) und (4.4) gilt

SATZ 4.1. Die Klassen Xi seien reguliir. Dann sind iiquil'alent:

(t) Eoi' existiert eine Iiir X zlI/(issige Liisullg M (M ll .... , ,\fk 1) 'c"

\R",2 hzI\'. AI (Mll , .... M,,) E \Rkll des Gleic!lullgssystems (4.3) hzI\'. (4.4).

(2) Eoi' existiert eine Liisllng des Interpolationsproblems (1.3) hZl\·. (1.5).
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Beweis. Wie oben ausgefiihrt wurde, folgt (1) aus (2). Somit bleibt die
Umkehrung zu zeigen. Wir betrachten nur das Randwertproblem; das
periodische Interpolationsproblem iiiBt sich analog behandeln. Aus der
Losung M des Gleichungssystems (4.3) kcmstruieren wir eine Losung s E Sx
eines geeigneten Anfangswertproblems unli zeigen, daB s das Randwert
problem lOst. Dabei konnen wir aus Symmetriegriinden no n -- I voraus
setzen.

Wir geben eine Darstellung von s im Intervall [t.,. , t,.+1] in der Form

(4.5)

j == 0, I, ... , no (4.6)

an. Da M zulassig fUr X ist, ist xr(M r , Mr~l , t) wohldefiniert. Die noch
unbekannten GroBen

11 j
JO ~ l, ... ,n -I (4.7)

bestimmen wir folgendermaBen: Gilt S E Cn[a, b] in der Darstellung (4.5) von
s, so folgt, daB die n-ten Differenzenquotienten

D_t(s) := L1l1(tO' to , ... , to, t1 , tz , ... ) s,

--------------no -+ / -+ I

die Werte

k n

D_t : D__ t(s) = I I ci/D/'(n
i~O jd

/ = I, 2, ... , 17 -- 17 0 - I

I - j,j) .Y;(M;, Mil' t),

/ = I. 2, .... 17 170 -- I (4.8)

mit den gemaB Satz 3.1 gebildeten Konstanten ci/ besitzen. Die Werte (4.8)
sind durch die Losung M eindeutig bestimmt. Da s andererseits Tnter
polierende zufsein solI, setzen wir die GroBen (4.7) als Losungen des linearen
Gleichungssystems

I = L 2, ... , 11 - 110 - l. (4.9)

Dabei sei P E ~zn-no-z dasjenige Polynom, das

p(j)(to) = Yoj ~ - d/
j
j .Yo(/""[o ' M1 , f)1 '

( t I~to
i = 0, I, ... , 11 -- 1.

p(t;),= f(t;),cc I, 2, ...., min(n - 110 - 1, k -+ I),
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erfiillt. Das Gleichungssystem (4.9) hat genau eine Losung (4.7), da die
zugehorige Matrix Dreiecksgestalt hat und ihre Hauptdiagonalelemente
nicht verschwinden.

Hiermit ist die Darstellung (4.5) von s im Intervall [to' t1 ] wohldetiniert.
Wir definieren s auf [a, b] induktiv:

1st s auf dem Intervall [to , t~,] schon bekannt mit N k. so sei

ysi: j O. I..... II !.

Auf diese Weise ist s mit den Darstellungen (4.5) auf [a. h] de1iniert und
nach Konstruktion gilt S E Sx .

Wir zeigen nun, daB s das Randwertproblem (1.3) lost. Wegen (4.6) sind
die Interpolationsbedingungen im linken Randpunkt erfUllt.

Wir nehmen nun an. daB

gilt. und zeigen

s(t,) f(t,) fUr i 0, I ..... N- 1

s(t",) f( tv)· (4.10)

Nach Satz 3.1 gilt fUr I N - II - I/o

k N

LJ"( ... , t N ! , tv) s ~.. I I djD,"(n
/=0'; cl

falls

falls

.i,n X,Uvt,. At, 1 • t)

O.

0:

letzteres folgt aus (4.8) und (4.9) bzw. (4.3). Dam it folgt die Behauptung
(4.10) aus Lemma 3.9.

Entsprechend zeigt man, daB s die geforderten Randwerte im rechten
Randpunkt annimmt.

fnsgesamt ist Satz 4. I fiir das Randwertproblem (1.3) bewiesen. I

Aus dem Beweis dieses Satzes geht hervor, daB die Losung S E Sx des
Randwertproblems (1.3) bzw. des periodischen Interpolationsproblems (1.5)
eindeutig bestimmt ist, wenn eine Losung /vi von (4.3) bzw. (4.4) existiert und
/vi eindeutig bestimmt ist. Damit haben wir in Erganzung zu Abschnitt 2
auch fijI' das periodische Interpolationsproblem eine Eindeutigkeitsaussage
erhalten.

Wir wollen nun zeigen. daB die betrachteten Gleichungssystemen aqul
valent sind mit gestOrten linearen Gleichungssystemen.
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Fur die Gleichungen (4.3) gilt nach Lemma 3.10, wenn wir Xi C eli l[liJ
yoraussetzen und Dz(s) == DzCt) benutzen,

j,j) xj(M i , M'l' t)

k T~, 1[1/ 1-; j ]I L. ('iJ -(-"~l)'-- /v!; ; "(-'-1 -~l)-'.-- iH'_!l
; 11 j~d 11 •

I, t!

I I c;JRi(ti , t, 1 , Xi)
icc. I) ),-1

mit

"'1
I d/M i
i··U

0,1, ... , k + I, (4.11)

I 1/

( --i-- 1) , I (jC~~lJ + (/1 --;- I -- j) C;J),
/1. . jc_l

I I I ~ . z
(k I (li--=l)! h .lGkj ,

also

i= 1,2, ... ,k, (4.12)

Ie +1

I d/Mi = Dlf) -, Rls),
(-,-,---0

I ~ 0, 1, ... , k - I. (4.13)

Entsprechende Oberlegungen fiihren im Faile des periodischen fnter
polationsproblems (1.5) zu

k

I JzZM, =, Dz(f) + I?zis),
i=O

Analog gilt fUr jede Funktionf E C"+2 [a, bJ

/;"-1

I d/f1n)(ti) = Dz(f) + Rl/'),
£",,,,0

I=O,], ... ,k.

I = 0, 1,. ... k -! I, (4.]4)

und fUr jede Funktion f E C'H(IR) mit der Periode b ~- a oder deren n-tc
Ableitung die Periode b-a besitzt

k

I JHln)(t i ) = Dz(f) + Rz(f),
i=--"O

1= 0, I .... , k. (4.15)
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Nach Lemma 3.7 sind die Koeffizienten d/ und d,' nichtnegativ. Aus (4.14)
bzw.(4.15)folgtfi.irj(t) t"

dabei bedeute A ,leY) die Zeilensummennorm von A.

Urn Aussagen fUr kleine Knotenabstande gewinnen zu konnen. werden
wir die Zerlegung (1.1) des Intervalls [a. h] verfeinern. Genauer werden wir
Zerlegungen

ti; ti
j

1 := 17, i= o. I .... , (4.16)

des fntervalls [a. 17] konstruieren mit

{t i I i= I. 2, ... , k} C {t / I i j ..'~ O. 1, .... (4.17)

Bedingung (4.17) gewahrleistet daB jedes Intervall [t/, tjn] in nur einem
Intervall [tl' tIn] enthalten ist. Dann sei Sx so definiert daB in allen Inter
vallen

die Einschrankungen von Xl auf 1* verwendet seien. Damit ist auch fur aile
Zerlegungen (4.16) die Klasse Sx definiert.

Zu der Zerlegung (4.16) definieren wir

h,: t1 1- t; .

q:= max (h/h,),
0<1 </':j

O. I, .... k j •

und betrachten h - ... O.
Eine Funktion f E Cn[a, 17] heiBt zulassig fUr X (bei h --+ 0). wenn es

ein S 0 gibt, so daB fUr jede Zerlegung (4.16) des fntervalls [a, b] mit (4.17)
die Parameter M i mit

i M,- I<n)(t/)I '0;. (S/q) . h. 0, I ..... k;

zuHi.ssig fUr X sind.
Weiterhin bezeichnen wir mit Ali bzw. Ali die zu den Zerlegungen (4.16)

gehorenden Matrizen (d,') bzw. (d,l). die die Gleichungssysteme fUr die
Theorie der polynomialen Splines liefern.

Damit sind wir in der Lage. unser Hauptergebnis zu beweisen.

SATZ 4.2. Zu beschriinktem q sei eine Folge von Zerlegungen (4.16) mit
(4.17) gegeben. Die zugehorigen Matrizen A" hzii'. "4" seien illl·ertierhar lind die
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Zeilensummennormen ihrer Inversen gleichmajJig beschrankt. Ferner sei
fE cn '2[a, b] zulassig fur X, und die Klassen X, mogen den Bedingungen (R),
(D) und (B) genugen. 1m Faile des periodischen lnterpolationsproblems habe f
die Periode b - a.

Dann existiert eine Losung des Randwertproblems (1.3) bzw. des periodischen
Interpolationsproblems (1.5) bezuglich Sxfur hinreichend kleines h.

Beweis. Wir beweisen den Satz fUr das Randwertproblem (j .3). Der
Beweis fUr den periodischen Fall verHiuft analog. Wie oben ausgefUhrt
wurde, geniigt es, eine Lasung M des Systems (4.13) zu tinden. Setzen wir
R,*(M) RtCs), so ist

k+l

I d/M; = Dz(f) + R!*(M),
io==()

I ~ 0, 1, ... , k + 1 (4.18)

mit M == (Mo , M 1 , •.• , M k +1) zu IOsen, wobei k == k(h) von der Zerlegung
(4.16) abhangt. Nach Subtraktion von (4.14) geht (4.18) iiber in

I: T 1

I d/(M; - flnl(l,)) = R,*(M) -;- Rz(f),
i - 0

Mit

I=O,I, ... ,k+1. (4.19)

i = 0,1, ... , k + 1 (4.20)

erhalten wir, wenn wir R1*(W) = R,*(M) setzen.

k+l

I d/W; = RI*(W)
i-I)

R,(f). (4.21 )

Aus (4.11). den Lemmata 3.4 und 3.7 und aus (3.18) folgt

0, I, ... , k -;- I (4.22)

mit gleichmaBig beschrankten Funktionen 0(112), weil f E C" 2[a, b] voraus
gesetzt ist.

Dafzulassig fUr X ist, gibt es ein 8 > 0, so daB die Werte M; E [flnIU,) 
(6!q) h. /1'1)(1,) + (o!q) II] zuIassig fur X sind. Da q beschrankt ist. nehmen
wir zwecks Vereinfachung des Beweises 8!q I an. Dann ist jedes

0, I, ... , k

zulassig fUr X. Wegen (4.20) bedeutet dies, daB der Wiirfel

II. 0. I, ... , k -'-- L (4.23)
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zulassig ist. Dies impliziert
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L:P (f I , tH) M L.1\ (f I . Ii 1) P ,<I T L.11 (1; . I, 'I) W

p" 11(1,) O(ld· 0(1) O( I)

mit gleichma13ig beschrankten Funktionen O( I). da (j beschrankt ist. Da
(B) fUr die Klassen X, gilt, sind die Funktionen Sill' 21. parametrisiert durch
M, in den Teilintervallen von [a, b] gleichma13ig beschrankt fur II • S. Wie
beim Beweis von (4.22) folgt daher

R,( M) R,( W) OW). O. L.. .. A L (4.24)

mit gleichmaJ3ig beschrankten Funktionen 0(h2). Insgesamt erhalten wir
unter der Bedingung (4.23), daG

I. I

I d,'W, ~ R,(I1')
i -0

0, I, ... , k L
(4.25)

mit gleichmaGig beschrankten Funktionen 0(h 2) gilt. Da die Normen
A k

1 II als gleichmaGig beschrankt vorausgesetzt sind, konnen wir

: R,(W) O. i, ... , k I. (4.26)

fUr hinreichend kleine h erreichen.
Wir zeigen nun, daG (4.25) einen Fixpunkt W besitzt. Es sei H : c [-II, II]!" 3

und ep die lineare Abbildung ep : H-. H mit

<1'( W) : A" ,,1/.

Wegen.1 AI. f

Abbildung

mit

ist ep eine Abbildung von H in sich. Weiterhin sei ~J die

Nach Voraussetzung (D) ist <f; stetig. ep ist ein Homoomorphismus von H auf
ep(H). Also ist III (pI stetig. Weiterhin enh~i1t ep(H) den Wiirfel

K" . i 0, I .... , k . I:

mit KII aus (4.26). Also ist die Abbildung:
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cine stetige Abbildung einer endlichdimensionalen konvexen Menge in sich.
Nach dem Fixpunktsatz von Brouwer gibt es ein y == (Yo ,... , Ykq) E" W/i mit

if; 0 cp-1( y) == y.

Fur

gilt dann

also

1;( W*) l'. '

k 1-1

I d/ wi* ~. R1( W*) + RiC!),
i~O

1= 0, 1, .... k I.

Also gibt es eine Losung W* von (4.25) fUr hinreichend kleines II und mittels
(4.20) eine Losung M von (4.18). Damit ist der Satz fUr das Randwert
problem 0.3) bewiesen.

Bemerkul1g 4.3. (1) Satz 4.2 setzt die Beschranktheit der Normen von
Ah1 bzw. 1'1/ explizit voraus. Dies trifft z.B. zu fUr die Matrizen A];!, falls n
gerade und die Zerlegung (4.16) asymptotisch aquidistant verteilt ist
(Ahlberg [2]). 1m Faile des Randwertproblems ist die Beschranktheit der
Normen von A];l in der Literatur bislang nur fUr 11 = 2, 110 C~ fit = 1 bekannt
(vgl. Ahlberg et al. [I D. Untersuchungen an der Universitat Munster [17, 18]
zeigen, daB fUr gerades n und /10 ~.. 111 C·C nl2 die Normen von Ah

1 bei iiqui
distanter Verteilung (4.16) zumindest fiir 11 4,6, ... , 12 beschrankt bleiben
(siehe auch de Boor [5]).

(2) Die Definition der Zulassigkeit von I ist so ausgelegt, daB sich als
zulassiger Bereich der Wi direkt der Wurfel (4.23) ergibt. Man kann jedoch
die Zulassigkeit vonl so wahl schwacher als auch starker formulieren, ohne
daB die Aussage von Satz 4.2 davon beriihrt wird. Fordert man als Zulassig
keit von[fiir X, daB es ein 0 > °gibt, so daB aIle

°~p <: 2,

fUr i ~~ 0, 1, ... , k + 1 zulassig fUr X sind, so ergibt sich (mit olq = 1) statt
(4.23) als zulassiger Bereich der Wi der Wurfel

0,1, ... , k + 1. (4.23')

Fur ° p ~ 1 bleibt der Beweis von Satz 4.2 unverandert, indem man statt
(4.23') fUr hinreichend kleine II wiederum nur den Teilwurfel (4.23) betrachtet,
wahrend man im Faile 1 <: P <: 2 direkt von dem Wurfel (4.23') ausgeht.
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Letzteres fUhrt zu
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O(h"!), O. I.... k 1.

d.h. in diesem Faile liegt sowohl der betraehtete Parameterbereieh von /vl
"nahe" beifl") als aueh LPM "nahe" beiflll II.

(3) Die Existenzaussage von Satz 4.2 kann unter schwiieheren Voraus
setzungen gefolgert werden. Es genugt, daB sieh die Normen der Matrizen
Ah

I bzw. A/; 1 wie

O(h I'). o p I,

gleiehmiiBig in h verhalten. Der Beweis von Satz 4.2 bleibt dann im wesent
lichen unveriindert; jedoeh verschleehtern sieh die Konvergenzaussagen des
folgenden Satzes 4.4 urn den Faktor h-I'.

(4) Giltzusiitzlieh zu Bedingung (D), daB die (n + 2)-ten Ableitungen
von Xi E Xi stetige partielle Ableitungen naeh den Parametern M j besitzen,
so kann eine Lasung von (4.18) mittels des kontrahierenden Iterations
verfahrens

M U • I ) i E N,

fUr hinreichend kleine h gewonnen werden, da dann aueh

mit gleiehmiiBig besehrankten Funktionen 0(h2) gilt, wie aus der Darstellung
von Rj aus Lemma 3.10 hervorgeht (vgl. Werner [15]).

(5) Gilt Sx S" f u, liegt also der iineare Fall vor, so geni.igt fur die
Existenz einer Lasung der Interpolationsaufgaben selbstverstiindlieh die
Existenz der ]nversen Ah

I bzw. "4/,1, die fi.ir Ah
I stets gewahrleistet ist (vgl. z.B.

Ahlberg et al. [I] und Karlin und Ziegler [9]).

SATZ 4.4. Es mogen die I/oraussetzungen von SalZ 4.2 erfiilll sein. lind
s E Sx sei die Losung des Randwerlproblems (1.3) bnl'. des periodischen
Interpolalionsproblems (1.5)/iir hinreichend I"eines h uml beschriinktes p.

Dann gilt

((fijdf')(f(t) - s(t) O. 1..... 11

gleichmiifJig in t E [a. b].
Der Beweis verliiuft analog dem Beweis des entspreehenden Satzes von

Werner [15].
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