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This paper is concerned with interpolation of real functions on compact
intervals by nonlinear splines called regular splines introduced by R. Schaback
and H. Werner. Regular splines contain the classical polynomial splines and
represent a more flexible class; for example in the neighborhood of singularities
one can use rational splines. We consider boundary value and periodic inter-
polation problems. In the case of boundary value problems interpolation yiclds
unique results. With regard to the existence of interpolants we develop a non-
linear system of equations that can be written as the sum of a linear system of
equations, known from the theory of polynomial splines, and a perturbation
caused by the nonlinearities. The main tool in achieving this is a theorem which
states that divided differences may be written as convex combinations of special
divided differences that operate only on knot intervals. Convergence properties
conclude this paper.

1. EINFUHRUNG

Gegeben seien ein reelles Intervall {a, b] mit a << b und & Knoten ¢,
i I.2,..., k. mit

@ =ity <1y < < g == bl (1.1)

Zu emem i € N seien weiterhin {ur jedes 1; :== [¢,, £;.,] Klassen X, C C"[{]

gegeben, i =0, I,..., k. Dann definieren wir die Klasse S der (nichtlincaren)
Splines beziiglich X == (X, . X7 ..... X}) und der Zerlegung (1.1) als

Sy e Clabylsy - poxipre Baix,e X, 00 =0, 1L,k
(1.2)

dabei sci 3, die Menge aller Polynome hochstens m-ten Grades. Wir be-
trachten die folgenden Interpolationsprobleme:
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24 HERBERT ARNDT

A. Randwertproblem

Gegeben seien natiirliche Zahlen n, , i, mit n, -~ n, - n und eine Funktion
feCa,b].
Gesucht ist eine Funktion s € Sy mit

5’1' = 0; J=—0, 1., Hy s
SUNEY = ) F e 1, 200k Jj = 0, (1.3)
i= k-1 J=0, 1., n .

Fiir periodische Funktionen /e C(R) kann die Zerlegung (1.1) periodisch
auf R fortgesetzt werden. Es sei
Livp o b (b a) ie N,
B [‘:;.,1 ;T (/7 - d). ieN.
Dann ist

\/fj <\:[j,,J‘\:“', _/EZ, (14)

eine periodische Zerlegung von R mit der Periode » — a.

B. Periodisches Interpolationsproblem

Gegeben sei eine periodische Funktion f'e CR) mit der Periode » — a.
Gesucht 1st eine Funktion s € S, mit

s{t;) = f1,), J=0, 1k
(1.5)
@y = sYb), Joe= 00
Eine Losung s von (1.5) kann dann periodisch auf R fortgesetzt werden.
BeispieL 1.1, (1) Firi =0, 1...., k sei
Xoo o dxeWB, I x(t) e —1)" -+dut — )yt e, deRyrc L.
Dann heiit S, Sy Klasse der polynomialen Splines.
(2) Fori -0,1,.., 4k sel
( n=-l f— )
X, = e Ofn () < T (r— 1) B
nl 1t 1) L LS
ot 1) Mg
m; i, eR, 1 te I,f.
Dann heilit &, , : == Sy Klassc der rationalen Splines (mit linearen Nennern).

Um zu hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz ciner Losung des
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Randwertproblems und periodischen Interpolationsproblems zu gelangen,
fordern wir von den-Funktionsklassen X; , daB sie die folgenden Bedingungen
(R), (D) und (B) erfiillen:

(R) Die Klassen X;, i =0, 1,..., k, seien reguldr von der Ordnung »
in/;.

Dabei heifit eine Klasse § C C"[a, b] reguldr von der Ordnung » in [a, ],
wenn fur zwei Funktionen s, s€ § gilt: Besitzt (s — §)% mehr als eine
Nullstelle in [a, 5], so folgt s - §. Reguldre Klassen X; haben die Eigenschaft,
daB ihre Elemente durch ihre n-ten Ableitungen in den Punkten 7, und ¢;,,
parametrisiert werden konnen, d.h. fiir x, € X; koénnen wir

XAty == xM;, M; {.,1), tel,,
schreiben mit (1.6)
d” . . . .
M; = —— x{M;, M; ,.t), joiound j= -1

e

(D) Die reguliren Kiassen X,;. 7 -0, l,..., &, seien glatt vom Grade
n -2, d.h. es gelte X; C C"*2[/;] und die Funktionen (1.6) und thre Ablei-
tungen mogen stetig von M; und M, , abhéngen.

(B) Die Funktionen x, € X;, i == 0, 1,..., k, seien (1 +- 2)-beschrinkt,
d.h. Schranken fiir x{”(#;) und x{"™(t,,,) innerhalb ihrer Definitionsbereiche
und fur | x{™(t) — x| t..q — t; | fihren zu Schranken fiir x{** in
1i .

Beziiglich der Definition der Bedingungen (R), (D) und (B) vergleiche man
mit Werner [15]; dort wird die Bedeutung der Bedingung (B) diskutiert.

Weiterhin benétigen wir den Begriff der Zuléssigkeit (vgl. Schaback [12]):
Das Tupel (My, My ..., M) € R*2 heilit zuldssig (fir X), wenn M,
i = 0,1,..., k -+ 1, zuldssige Parameter fiir die Funktionen (1.6) sind.

Die Bedingungen (R), (D) und (B) sind fiir diec Klassen X, aus Beispicl 1.1
erfillt. Wihrend im crsten Beispiel alle Tupel (M,, M, ..., M,.,) e R*!®
zuldssig sind, erweisen sich im zweiten Beispiel alle Tupel (M, , M, ,..., M) €
R" % als zuldssig.

Interpolationsprobleme mit Splines aus S,,.; ;. sind z.B. von Ahlberg ef al.
[17 und Karlin und Ziegler [9] behandclt worden. Da diese Probleme linear
sind, steht die Struktur der zugehdrigen Matrizen im Vordergrund der
Untersuchungen. Im Fall # -- 2 konnte Schaback [11] ein Kriterium fiir die
Interpolation bzgl. &, , angeben, jedoch lassen sich seine Ergebnisse nicht
aufden Fall n == 2 ibertragen (Arndt [4]). Werner [14], Braess und Werner [7]
und Schomberg [13] haben die Klasse &,; zur Approximation stetiger
Funktionen herangezogen, vgl. auch Braess [6] in diesem Zusammenhang.
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Interpolationsprobleme mit reguldren Splines sind fiir 7 2 von Schaback
[12] und Werner [15] untersucht worden. Runge [10] und Werner [15] haben
diese Ergebnisse auf die Losung von Anfangswertproblemen bei gewdhnlichen
Differentialgleichungen angewandt.

In dieser Arbeit sollen die Ergebnisse von Schaback und Werner auf
beliebiges ne N verallgemeinert werden. Dabei stehen die Eigenschaften
gewisser Differenzenquotienten im  Vordergrund der Untersuchungen.
Ahnlich wie bei polynomialen Splines wird ein Gleichungssystem aufgestellt.
dessen rechte Seite aus Differenzenquotienten iiber den Knoten und gegebenen
Daten besteht. Diese Differenzenquotienten werden als Konvexkombi-
nationen von Differenzenquotienten dargestelit, die nur auf Knotenintervalien
wirken. Asymptotische Entwicklungen solcher Diflerenzenquotienten ge-
statten eine Losung der Interpolationsaufgaben, indem dic zugehdérigen
Gleichungssysteme als “gestdorte”™ lineare  Gleichungssysteme  aufgefafit
werden, deren linearen Anteile aus der Theorie der polynomialen Splines
bekannt sind.

In einer spéteren Arbeit sollen spezielle regulare Splines und ihre
numerische Behandlung untersucht werden.

2. EINDEUTIGKEIT DES RANDWERTPROBLEMS

Wir werden zeigen, dal fiir regulidre Klassen X, hochstens eine Inter-
policrende des Randwertproblems (1.3) existiert. Den Eindeutigkeitsbeweis
fuhren wir mit Hilfe der Anzahl der Nulistellen der Differenz zweier Splines
aus Sy . Dazu definieren wir dic Vielfachheit ¢iner Nullstelle wic {iblich:
Eine Funktion g & C[a. b] besitzt in 1 € [a. b} cine Nullstelle der Vielfachheit
F, wenn

gty=g'(t): - =gV - 0, Foeen - 1

vilt. Zwer Nullstellenn # und ¢* von g heillen separiert. wenn g nicht identisch
zwischen ihnen verschwindet; Vielfachheiten seien zugelassen.

Fiir die folgenden Ausfithrungen vergleiche man Braess und Werner {7] und
Arndt {3].

LEMMA 2.1, Es seien s, s €Sy . und die Klassen X, seien regular. Dann
besitzt w = (s s%)Y0 hichstens k -1 | separierte Nullstellen. Falls w sogar
k - 2 Nullstellen besitzt, verschwinder w identisch auf einem Teilintervall von
{a. b].

Beweis.  Wir nehmen an. i beséifle & : 2 separierte Nullstellen. Dann
ldgen in einem Intervall [z, , 7, ] mindestens zwei separierte Nullstellen, Dice
ist ein Widerspruch zer Regularitit der Klassen Y, .
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Besitzt w mindestens k& -~ 2 Nullstelien, so sind diese nach dem ersten Teil
des Lemmas nicht separiert. §

LEmmA 2.2, Es seien s, s™ € Sy und die K/assen X; seien reguldr. Dann hat
die Differenz r <=5 -~ s* hichstens n +- k = 1 separierte Nulistellen. Falls r
sogar n — k + 2 Nul/ste/len besitzt, verschwindet v auf einem Teilintervall ron
[a. b] identisch.

Beweis. Angenommen r besitze n -+ k —+ 2 separierte Nullstellen. Nach
dem Satz von Rolle hat w :== r™ dann & +- 2 Nullstellen; diese sind ebenfalls
separiert. Dies widerspricht der ersten Aussage von Lemma 2.1. Hieraus folgt
sofort die zweite Behauptung. |

SAatz 2.3, Es seien s, s* €Sy mit reguldren Klassen X,. Die Differenz
rioos oo 5™ habe n - k- 2 Nullstellen zy << zy <2 -+ =7z, o mit

Z, <0 < T, i=1.2.0 k. (2.1)

Dann gilt s s* auf [a, b].

Beweis.  Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber 4. Fiir £ - - O folgt die
Aussage des Satzes aus Lemma 2.2.

Wir nchmen nun an, der Satz sei fiir Intervalle mit héchstens & — | Knoten
bewiesen und zeigen seine Richtigkeit fiir Intervalle mit & Knoten.

Da r mindestens n + k + 2 Nullstellen besitzt, verschwindet r nach
Lemma 2.2 auf einem Teilintervall {1, , ¢;.,] identisch.

Es ser g I. Der Punkt ¢; ist eine (n - |)-fache Nullstelle von r. Wir
konnen daher definieren:

Wegen (2.1) gilt

O oA SUNURNN AE D VU A (2.2)

Also besitzt rim Intervall [¢,, 1;] mindestens i -~ (/j - 1) --- 2 Nullstellen, die
(2.2) erfiillen. Da im Intervall [z,.r;] hochstens &+ — 1 Knoten liegen,
konnen wir unsere Induktionsvoraussetzung auf das Intervall [7,, 1] an-
wenden. Also gilt r = 0 auf [4,. 1]

Entsprechend schlieft man auf das Verschwinden von r im Interval [f; |
tpoq] fallsj -2k — 1.

Insgesamt st damit gezeigt, dall r im Intervall [a. b] identisch
verschwindet.  §i

Als Anwendung erhalten wir unmittelbar
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SATZ 2.4. st das Randwertproblem (1.3) beziglich Sy mit reguldren
Klassen X, losbar, so ist die Liosung eindeutig bestimmt.

3. DIFFERENZENQUOTIENTEN

Bei der Behandlung der Interpolationsaufgaben mit reguliren Splines
erweist sich der Begriff des Differenzenquotienten als sehr niitzlich. Fiir einc
ausfithrliche Darstellung sei z.B. auf Werner und Schaback [16] verwiesen.
AuBerdem werden wir die fiir unsere Zwecke wichtigsten Hilfsmittel bereit-
stellen.

Gegeben seien m — | paarweise verschiedene reelle Zahlenr, .7 0. 1.
mn, mit

L O

e

i . I
und mt - | natiiliche Zahlen v, .7 0. 1...m mit Y v, - n [ Dann
bezeichnen wir mit 7 die Punkte

[ PO SRR SUUUUU SN S i,

. — S — e ——

Vo ¥ Vin
und mit 77, die Punkte

1y . f(, TR PRV PR DENTUE PR S S 1, .
e
Yo Vi o 1 Vo

Weiterhin bezeichnen wir mit 4*(7)/ den n-ten Differenzenquotienten der
Funktion / iber den Stiitzstellen 7. Mit der Schreibweise 4,4 T) f deuten wir
an, dafB das linearc Funktional 4"(T) beziglich der Variablen 7 anzuwenden
ist. I'm Falle /2 2= 1 gilt die Rekursionsformel

|

AT e (AT ) A N ). (
m 0

oy
(3]

Bezeichnen wir dic Punkte von 7 mit r,%. 1%, t,”. so gilt fir zwel Funk-
tionen /. g € C"[a. b] die Produktformel

AL g) = Y, Al e ) A g (3

i—f
Fiir zwer Funktionen 7. ¢ ¢ C*[t, . t,,,], fur dic
TR - gV, P00 J2 S0 SEE § N DO v I

gilt, schreiben wir kurz /- ¢ auf T.
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Das Randwertproblem (1.3) enthdlt n — & + 2 Interpolationsbedingungen.
Aus den in (1.3) genannten n +— k -+ 2 Funktionswerten von f kénnen wir
k + 2 “‘aufeinanderfolgende™ n-te Differenzenquotienten bilden, dic wir der

Reihe nach mit

(98]

Dy(f). Dyl )oes Dien( ) (3.4)

bezeichnen wollen. Genauer set

DU(j) o ‘/—/]’I(I() ’ I() LR ] ,() * ’1 k TZ ,)/s
e e ——
iy -~ 1 n - n,

Dif) i Ao s o s fo s 11, by o)

, n—ny-+1
Dy f) i== A"y iy s Bes B s Bt seees ) .
el
n - ny m o

Entsprechend bilden wir fiir periodische Funktionen /e C*(R) mit den
Stiitzstellen (1.4) die &k -~ 1 ‘“aufeinanderfolgenden™ n-ten Differenzen-

quotienten

Dy(f), Dyt f).eoo Dilf)
mit (3.5)

]j/(f) _ A”(f{ s ti~‘:—1 ERRRT] [/71)/~ [ O’ l... /‘

Zur einheitlichen Darstellung der Differenzenquotienten (3.4) und (3.5).
wenden wir uns wieder der Zerlegung (3.1) zu und bezeichnen mit Z die
Stiitzstellen

[0 > [n LXRRR] tO . tl > [1 ERRER] I] arees rm, > Inz EERES] Tm.

T N —
n n I

d.h. Z besteht unter Beriicksichtigung der Vielfachheit aus (m = 1) - n
Punkten. Aus Z konnen n# - m Blocke Z,, 7 1,2,....n-m, vonn - | auf-
einanderfolgenden Punkten von Z gebildet werden; d.h. gilt /7 n -7 -~/ mit
0« /=" m — 1,1 )<< n so bestehe Z; aus den Punkten

[P PR P S S S
e e+

Ry j
Da wir auf diese Zerlegung von 7 6fter zuriickgreifen, setzen wir

Komp: N — N2, Komp(i) == (/. ]).
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Fiir den Rest dieses Abschnittes bezeichne T die Stiitzstellen

fﬂ s r() ERRES ] I() Ll rl . f-_) AR {m 1- [m . f,,, EARRS] [m .
S —— .

v o
also »; | fir § . 2. m - 1 und
Vo vy - o L= Yy e 20 (3.6)
Weiterhin set /i, 1504 -1, i --0.1,....m -~ 1. Die folgende Skizze

veranschaulicht die Elemente von 7

) * .\
[ ] [ )
[ [

Yo ‘ Vi

L] L
L] L[]

‘e ° e - . ® [
IU rl ,2 fm 2 ’m -1 Im

Mit diesen Vereinbarungen gilt der fiir das Folgende grundlegende

SAatz 3.1, Es sei m = 1. Dann gibt es zu T reelle Zahlen ¢; i - 1.2.....
n - m. so dap fiir jedes fe C"t,.1,] gilt

ATy > - AUZy) f. (3.7)
il
Wir bemerken. dafl Satz 3.1 allgemeiner fiir beliebige (# -+ 1)-punktige
Stiitzstellenmengen 7 mit mindestens zwei verschiedenen Stiitzstellen gilt.
Zum Beweis benutzen wir zwei Lemmata. Mit Hilfe der Knickfunktion

(ty. - 1. t =0,

definieren wir fir / mit (/,j) = Komp(/) die Funktionen
B2 TR AT L C O SR U P20 (3.8)

Es gilt /; € C7 3z, .t,]. wobei fiir /- | eine Sprungstelle auftreten kann.
Deshalb wollen wir vereinbaren. daBl unter fI(¢), r 0. l.....a. stets die
Rechtsableitung im Punkte 7 zu verstehen ist. Mit diesen Vereinbarungen
148t sich das folgende Lemma leicht beweisen.
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LEMMA 3.2, Essei fe C"Ut,, t,.]. Dann gibt es genau eine Funktion
n-m

S(f,) = [)(t) e Z dz’./;i([)ﬂ pEe iBn»-l 5 d?’ € R, (39)

i1

mit
s = AL, [0, 1..,m; r=0,1,..,n— 1

Aufgrund von Lemma 3.2 geniigt es, Satz 3.1 fiir alle Funktionen (3.9) zu
beweisen. Da die f; in der Darstellung (3.9) linear auftreten. geniigt es
weiterhin, Satz 3.1 fur die # - m Funktionen f;, i -1,2....n m nach-
Zuweisen.

LemMA 3.3, Essei(l,jy — Kompl(i). Dann gilt

ANZ) fio = (1h) 8,:, roio= 1,200,000 0 (3.10)

Beweis. Es sel (/*, j*) = Komp(r). Gilt [ = I*, so ist (3.10) sicherlich
richtig, da dann n-te Differenzenquotienten iiber Polynome (n — I)-ten
Grades gebildet werden. Sei also /== /*. O.B.d.A. kdnnen wir /:-0 an-
nehmen. In diesem Fall geht (3.10) iiber in

ANZD f = (Uhy) 8,e . o j* = 1. 20 n. (3.11)

Es sei j* < j. Da fi(t) = O fir t << t; gilt und in #; alle Ableitungen bis zur
Ordnung j — 2 verschwinden, folgt offenbar

ANZ [ = ANZ,)0 —0, < |
Ahnlich gilt fiir j* > j
ANZ;) f; = ANZ)[(t — 1)"7 (¢ — 1))
= ANZ)(t — 1) (t — )] =0,

da f; und das Polynom (¢ — #,)* 7 (+ — #,)’~ in den Stiitzstellen von Z,. in
den bei der Bildung der Differenzenquotienten auftretenden Funktions-
werten und Ableitungen {iibereinstimmen. Damit ist (3.11) fir j o4 j*
bewiesen.

Sei nun j == j*. Dann gilt

A NZA\) f; = A YZ\) 0 = 0,
da f; und seine Ableitungen in Z;\s; die Werte 0 haben. Andererseits gilt
Aﬂ_l(zj\to)fj - Anhl(zj\to)[(’ - ’O)nﬂ- (r — f])ii' 1}
= AHZAIG — 1) (= )

640/20/1-3
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da f; in Z)\t, mit dem Polynom (1 -~ )"~/ (t — ¢}~ Gibereinstimmt. Damit
folgt (3.11) fiir j == j* aus der Rekursionsformel (3.2). J

Beweis von Satz 3.1: Es sei (/, /) = Komp(/) und
¢; == AYTY S, PN 2,0 m. (3.12)

Mit dieser Definition folgt die Behauptung aus Lemma 3.2 und 3.3. |}

Die folgenden vier Lemmata beschreiben die Struktur der Konstanten
(3.12).

Lemma 3.4. Es gilt

nem

Z ¢; = 1. (3.13)
i1

Beweis. Einsetzen der Funktion f(¢} - i (3.7). |
Die folgende Aussage findet man z.B. in [8].
LEMMA 3.5. FEs gilt
A(TYx — &yt~ 0, falls 12y ty),
A(D(x — ) (x — )] 0. falls », - .
ANDx — ) (v — 1) -0, falls vy = a,
ANy — )7 = 0 sonst.
LEMMA 3.6, Esseigc C'[ty, t,]. Dann gilt
ATt —t,) - gt)] = AT\t g, r=01..m.
Beweis. Anwendung der Produktformel (3.3). 1

LeMMA 3.7.  Fiir die in (3.12) definierten Konstanten gilt

c; >0 fliri=n—vy-+1,nm—v, = 2,.,nm—1) v, (3.14)
und
¢; =0 furi==1,2,....n —vyund i = nm - 1) v, = L., §n"m
(3.15)

Beweis. Nach (3.12) gilt mit (/, j) = Komp(/)

D = (c;/hy) = A"(D{(t — Tl)n_j (r— 1.0 'L
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Fiir j = n folgen die Behauptungen sofort aus Lemma 3.5. Sei also j < n.
Wir spalten (¢t — ;) auf in

(t — 1)) = ot — 1)) -+ d(t — 1)
mit

— 6h—t
¢ m =y T
Iy — 1 Toe — ,0

Mit Lemma 3.6 folgt

D = A" D)(c(t — to) + d(t — t, N0 — 1) (1 — fz+1)j+ﬂl]
= (’Anil(r\\fo)[(f fl)nijw1 (f - tlﬂ)ijl]

e dA" (T — 1) T e — 1, ) (3.16)

Damit folgen die Behauptungen durch Induktion Giber n. |}

Formel (3.16) liefert eine Rekursionsformel zur Berechnung der Koeffi-
zienten ¢; .

Fiir weitere Untersuchungen fithren wir eine neue Bezeichnung ein. Es sei
(/, /) = Komp(i). Dann setzen wir

und (3.17)

D01+ 1) fie D= 1,0) f o= L0

Die folgende Aussage uiber diese Differenzenquotienten beweist man leicht
durch Induktion.

LemMma 3.8. Esseife C't,, t;4]. Dann gilt fiirj =-1,2,...,n

RN 1 j"”l'j — -1y
N R I

i1

oyt () i L)
+L Y (n—-j)/” G = 1)1 ]
Spéter benutzen wir noch

LEMMA 3.9. Esseieng, g* € C[ty, t,l mitg = g* auf T\t; und A(T)g =
ANT)g*. Dann gilt g = g* auf T.
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Zum Beweis vergleiche man die Interpolationspolynome von g und g*
beziiglich 7.
Es sei nun fe C" 34, , 1,]. Wir entwickeln den n-ten Differenzenquotienten

D1 = )i Dyt LS ey

Lemma 3.10 (vgl. Werner [I5]).  D™n <1 /. ) [ hat eine Entwicklung
der Form

iy M T :

D - 1 = ) f - TR M, ITEN M, Rty 1y, f)
mit

Moo O, PO
und
Ri(ty. 1. [)
1 o n | P ni . n--2
ST Jt (D 41 — )y = 0" e - O ) dt

i

Weiterhin gilt
Ritty, 1, ) — O((t; — 1,)?). (3.18)

Beweis. Nach dem Darsteliungssatz von Peano fiir lineare Funktionale
(siche z.B. Werner und Schaback [16]) hat D*(n -+ | -~ J, j) feine Darstellung
der Form (Entwicklung um 7,)

D~ b - i) f = oaf P e d )

N ‘ ’ ‘ RS t)il 1
- (n:2) n i _— A
%— J(“ f (f) D,T (” 1 1 js]) (’1 - l)y dt
(3.19)
mit
- ] 1 . ] _L‘ - tﬂ)fl}
¢ = dy — Dyn 1 -], 1!

Nach der Taylorformel gilt

ty
Gpnty [y = a1 @ pooa dr]. 3.20)

vt

Subtraktion von (3.19) und (3.20) liefert

. 1 d; d, ty
7 e - [ Rt 22 (n42)
Dn 1 - i) = i) Mo M [ e

!

oy —t RN lj
S e e N (| R
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Den Wert von d; erhalten wir aus der Gilltigkeit von

(x — )"

ETES R I, =00

dy == D -1 — . j)

wie man leicht durch Induktion Uber » unter Benutzung der Produktiormel
(3.3) bewelist.
Hiermit folgt

Dun -1 ) S

1 VRV
(7? o 1)!,) Mo (n - 1)

M] - R.](f“ N 4/)

N et A VAR RN VI :
T My oy Mo Rt 1)
Damit bleibt (3.18) nachzuweisen.

Wegen, 1 € [t,, t,] gilt offenbar j(¢; — 1) = O( t; —t, ) und aus Lemma 3.8

n+1

folgt durch Einsetzen der Funktion (x -- )} sofort
Dn =1 - )y — )= 00— 1 ).

SchlieBlich liefert die Integration von f, bis #; wegen der Stetigkeit von [t
die Beziehung O((r; — )% fir Ri(ty. t; . ). |

4, GLEICHUNGSSYSTEME FUR REGULARE SPLINE-FUNKTIONEN;
HINREICHENDE BEDINGUNGEN

Wir zeigen, daBl die Existenz von Lo&sungen bestimmter Gleichungs-
systeme dquivalent mit der Existenz von Losungen der betrachteten Inter-
polationsprobleme ist. Diese Systeme lassen sich als ‘“gestorte” lineare
Gleichungssysteme schreiben. Anschlieend weisen wir nach, dafl unter
geeigneten Voraussetzungen eine Losung der Interpolationsprobleme fiir
hinreichend kleine Knotenabstinde existiert. Daraus leiten sich Konvergenz-
aussagen ab.

Die Klassen X; .1 =0, 1,..., & seien regulidr. Wir betrachten zundchst das
Randwertproblem (1.3). Es sei s Sy ecine Losung des Randwertproblems
(1.3). Wenden wir die Ergebnisse von Satz 3.1 auf die Zerlegung (1.1) des
Intervalles [a, #] und die in (3.4) definierten n-ten Differenzenquotienten an,
$o kann Dy(s) in der Form

re- (k1)

Dy(s)y =Y ¢!4"Z)s, [ =0, 1., k--1 (4.1)

i1
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dargestellt werden, wobei wir in diese Darstellung gegebenenfalls Koeffi-
zienten ¢;! mit dem Wert Null aufgenommen haben. Es sei s in der Form

sty == p1) - xAM;, M;.y. 1), pieB, ,teli i =01,k
mit
d" . . , . .
s XA M Mo, 1) = M, je=1i7 und j=i-+1, i=0,1,.,k,

dargestellt. Mit der Definition (3.17) geht (4.1) dann iiber in

Dys) Y Y DM =1 - Ly xdM Moy, D 0 Lk

=0 j 1
(4.2)
wobei zwischen den Koeffizienten ¢," und ¢}, die Beziehung
el e, () = Komp(i), i-0 1, 20,0 (k-1
besteht. Gleichsetzen von Dy(s) == D,(f) fiur [ -0, 1...., & -+ 1 fuhrt zu dem

nichtlinearen Gleichungssystem

0~

S eD M = ) XAM M = D). 1= 0,1,k
) j=1

i==(

(4.3)

zur Bestimmung der GréBen M, , M, ..., M, fir das Randwertproblem
(1.3).

Entsprechend gehen wir beim periodischen Interpolationsproblem (1.5) vor.
Ist s €Sy eine Losung von (1.5) und ist s periodisch auf R fortgesetzt, so
gelangt man mit den n-ten Differenzenquotienten (3.5) zu dem nichtlinearen
Gleichungssystem

Toen-bon
Yooy @D - L= ) XA M M 1) = Dyf). {20, 1. k.
P =)
(4.4)
Das System (4.4) besteht aus & - - I Gleichungen zur Berechnung der GréBen
,/WU R le ..... W/ .

Fiir die Gleichungssysteme (4.3) und (4.4) giit

Satz 4.1. Die Klassen X; seien regulir. Dann sind dgquivalent:

() Es existiert eine fiir X zuldssige Liosung M = (M, ... M, D<=
RE 2 pzw. M= (M, ..., M) e R des Gleichungssystems (4.3) bzw. (4.4).

(2) Es existiert eine Losung des Interpolationsproblenis (1.3) bow. (1.5).
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Beweis. Wie oben ausgetthrt wurde, folgt (1) aus (2). Somit bleibt die
Umkehrung zu zeigen. Wir beirachten nur das Randwertproblem; das
periodische Interpolationsproblem &6t sich analog behandeln. Aus der
Losung M des Gleichungssystems (4.3) konstruieren wir eine Losung s € Sy
eines geeigneten Anfangswertproblems und zeigen, daB s das Randwert-
problem 16st. Dabei kdnnen wir aus Symmetriegriinden n, <. n — [ voraus-
setzen.

Wir geben eine Darstellung von s im Intervall [¢, , ¢,,,] in der Form

n-1l ., j
S0 = X5 1Y (M, Mo 0). (4.5)
i=0 J+

-

~.

Yoo — (f(t) - ‘\‘O(MO > Ml ] t)i)(j) it:to > ./ - O’ lw"'s n (46)

an. Da M zuldssig fir X ist, ist x(M,, M., ,t) wohldefiniert. Die noch
unbekannten Gréfen

Yos  J=mg b Lan — 1 (4.7)

bestimmen wir folgendermafien: Gilt s € C*{a, b] in der Darstellung (4.5) von
s, so folgt, daB die n-ten Differenzenquotienten

D_(s) =A™ty , ty oo tg, 1) 5 12,...) 8, [ =1,2,,n — ny — 1
I
me -+ 14+ 1
die Werte

k n
D= D sy =Y 5 D" (n =1 — ) xdM; M, . 1),

i=0 j=1

I=1.2....n -~ n,— 1 (4.8)

mit den gemdB Satz 3.1 gebildeten Konstanten c; j’ besitzen. Die Werte (4.8)
sind durch die Losung M eindeutig bestimmt. Da s andererseits Inter-
polierende zu f'sein soll, setzen wir die GréBen (4.7) als Lésungen des linearen
Gleichungssystems

D_(p)=D_,. [=1.2...nm —ny, — 1. (4.9)

Dabei sei p € ‘anwu,_g dasjenige Polynom, das

5
Pt = vy — —57 Xo{My, My, t) , J=0.1,...n—1,
fe

‘,{0
p(t) = f(t,), i==1,2,...min(n —n, — 1,k + 1),
PN = ). J=12,n—ny—k—2,
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erfiillt. Das Gleichungssystem (4.9) hat genau eine Losung (4.7), da die
zugehorige Matrix Dreiecksgestalt hat und ihre Hauptdiagonalelemente
nicht verschwinden.

Hiermit ist die Darsteliung (4.5) von s im Intervall [z, . 1;] wohldetiniert.
Wir definieren s auf [, b] induktiv:

Ist s auf dem Intervall [7,, 7] schon bekannt mit & - A, so sel

(// |
- N My Myt \ / 0, I..... I
g V(M N1 )! N K n

yal i sty [1.tn]
Auf diese Weise ist s mit den Darstellungen (4.5) auf [a. ] definiert und
nach Konstruktion gilt s € Sy .

Wir zeigen nun, dal s das Randwertproblem (1.3) 16st. Wegen (4.6) sind
die Interpolationsbedingungen im linken Randpunkt erfillt.

Wir nehmen nun an, dafy

gilt, und zeigen
s(ty) = fl1y). (4.10)

Nach Satz 3.1 gilt fur / == N —n — n,

3 53
A7ty gt s == 3 Y DM b - Y NAM, M)

[ESVANER
= D, falls /<0,
== Dy f), falls /72 0:

letzteres folgt aus (4.8) und (4.9) bzw. (4.3). Damit folgt die Behauptung
(4.10) aus Lemma 3.9,

Entsprechend zeigt man, daB s die geforderten Randwerte im rechten
Randpunkt annimmt.

Insgesamt ist Satz 4.1 fir das Randwertproblem (1.3) bewiesen. |}

Aus dem Beweis dieses Satzes geht hervor, daBl die Losung s < S, des
Randwertproblems (1.3) bzw. des periodischen Interpolationsproblems (1.5)
eindeutig bestimmt ist, wenn eine Losung M von (4.3) bzw. (4.4) existiert und
M eindeutig bestimmt ist. Damit haben wir in Ergidnzung zu Abschnitt 2
auch fiir das periodische Interpolationsproblem eine Eindeutigkeitsaussage
erhalten.

Wir wollen nun zeigen, dafl die betrachteten Gleichungssystemen aqui-
valent sind mit gestdrten linearen Gleichungssystemen.
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Fiir die Gleichungen (4.3) gilt nach Lemma 3.10, wenn wir X; C C*+*[[;]
voraussetzen und D,(s) == D,( f) benutzen,

k n
Ds)y= Y N eiD 1 ) xd(M, My 1)
i j=1
IS " i . .
SR R J
o S AR SO S— V)
(Z‘,,“L(”[ (- 1! M, = (n - 1! f’"‘]
y \L (’f'jRj(’g s g Ny)
(=0 j=-1
7 Sl Ry(s)
81
Sy dAM o Ry(s), [=-0,1,..., k—+1, (4.1
i-0
mit
| " o
d' = Ty /ZI (-1 —j)cos
l " 1 ‘ : . 1 L -
dyt ——-(” EY gl (eimy = (n + 1 — ) i), i=1,2...k (412

l n
1 . 1
di g - e j_zl JCkj »

e+l

Z (/,,lez' = D](f) - RZ(S), /i 0, 1,..., ]\ = I (4]3)

(=8

Entsprechende Uberlegungen fithren im Falle des periodischen Inter-
polationsproblems (1.5) zu

Y &M = Dif) + Rys),  1=0,1,.., k.
0

i=

-

1

Analog gilt fur jede Funktion fe C"*2[qa, b]

1

S A1) = DAf) = RO, I=0 T kb1 (414

i==0)

und fiir jede Funktion fe C**%R) mit der Periode b — a oder deren n-te
Ableitung die Periode b-a besitzt

k
S dif () = D(f) + R(f), =01k (4.15)
=0
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Nach Lemma 3.7 sind die Koeffizienten d;' und d;' nichtnegativ. Aus (4.14)
bzw. (4.15) folgt fiir f(t) - t»

dyl, = id e, Lint

dabei bedeute | 4 |,, die Zeilensummennorm von A.

Um Aussagen fiir kleine Knotenabstinde gewinnen zu kdnnen, werden
wir die Zerlegung (1.1) des Intervalls [a. ] verfeinern. Genauer werden wir
Zerlegungen

a ity <t = b, =0, 0., (4.16)

des Intervalls [a, b] konstruieren mit
{6 =1, 2,y Cled i = 1,2k}, =01, (4.17)

Bedingung (4.17) gewihrleistet, daf jedes Intervall [z, 1/.,] in nur einem
Intervall [z, , t,.,] enthalten ist. Dann sei Sy so definiert, daB in allen Inter-
vallen

I o= [ffj» ol Sl 1]

die Einschrankungen von X, auf I* verwendet seien. Damit ist auch fir alle
Zerlegungen (4.16) die Klasse Sy definiert.
Zu der Zerlegung (4.16) definieren wir

foi=t, — t). i 0, Lk,
= max ;.
0k,

¢ = max (hlh),
und betrachten /4 — 0.

Eine Funktion fe C"[a, b] heilt zuldssig fiir X (bet #—0), wenn es
ein 8 > 0 gibt, so daB fiir jede Zerlegung (4.16) des Intervalls [a, b] mit (4.17)
die Parameter M, mit

i Mi ‘kf(n)(r/j” ::\: (8/([) A, i =0, l...., /\"' '

zuldssig fiir X sind.

Weiterhin bezeichnen wir mit 4, bzw. A, die zu den Zerlegungen (4.16)
gehdrenden Matrizen (dY) bzw. (4. die die Gleichungssysteme fiir die
Theorie der polynomialen Splines liefern.

Damit sind wir in der Lage, unser Hauptergebnis zu beweisen.

Satz 4.2, Zu beschrinktem q sei eine Folge von Zerlegungen (4.16) mit
(4.17) gegeben. Die zugehirigen Matrizen A, bzw. A, seien invertierbar und die
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Zeilensummennormen ihrer Inversen gleichmdpfig beschréinkt. Ferner sei
fe Cr*?a, b] zuldssig fiir X, und die Klassen X; mégen den Bedingungen (R),
(D) und (B) geniigen. Im Falle des periodischen Interpolationsproblems habe f
die Periode b — a.

Dann existiert eine Lisung des Randwertproblems (1.3) bzw. des periodischen
Interpolationsproblems (1.5) beziiglich Sy fiir hinreichend kleines h.

Beweis. Wir beweisen den Satz fiir das Randwertproblem (1.3). Der
Beweis fiir den periodischen Fall verlduft analog. Wie oben ausgefiihrt
wurde, geniigt es, eine Losung M des Systems (4.13) zu finden. Setzen wir
RX(M) = R(s), so ist

k+1
Y ditM; = D(f) + R*(M), [=0,1,.,.k+1 (4.18)

i==0)

mit M = (M,, M ,..., M;.,) zu losen, wobei k == k(h) von der Zerlegung
(4.16) abhangt. Nach Subtraktion von (4.14) geht (4.18) {iber in

bl
Z dI(M; — fO) = RX¥ M) — R(f), I =0, .., k-+1. (419
i=A)
Mit
Wt M, — ), i=0,1,.. k1 (4.20)
erhalten wir, wenn wir R *(W) = R, *(M) setzen,
L+l
Z dIW; = RX W) - R(f). (4.21)
g0
Aus (4.11). den Lemmata 3.4 und 3.7 und aus (3.18) folgt
R(f) ==0W®, 1--0,1,.. .k +1 (4.22)

mit gleichmaBig beschrinkten Funktionen O(4#2), weil fe C?'3[a, b] voraus-
gesetzt ist.

Da f zuldssig fiir X ist, gibt es ein § > 0, so daB die Werte M; e [f"(r,) —
(8/g) h. f(1) + (8/q) h] zuldssig fiir X sind. Da ¢ beschriankt ist. nehmen
wir zwecks Vereinfachung des Beweises 8/g == | an. Dann ist jedes

M, e [fO() — h, fO(t) + h], Pi==0,1,.., k41
zuldssig fiir X. Wegen (4.20) bedeutet dies, dall der Wiirfel

CWL D h, P01,k — 1., (4.23)
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zuldssig ist. Dies impliziert
At )y M o= ANyt ) 9 AN L )W
_f“’ Dy -0 Oty =- 0(1) o

mit gleichméBig beschrankten Funktionen O(l). da ¢ beschrinkt ist. Da
(B) fiir die Klassen X; gilt, sind die Funktionen s * parametrisiert durch
M, in den Teilintervallen von [a, b} gleichmaBig beschrankt fir /- > S. Wie
beim Beweis von (4.22) folgt daher

RAM)  R(W)- O, 1 O 1k =1, (4.24)

mit gleichmiBig beschrinkten Funktionen O(/?). Insgesamt erhalten wir
unter der Bedingung (4.23), dal

L1
YodiW, = ROW) R T 0 bk
o (4.25)

s O(hl)

mit gleichmidBig beschriankten Funktionen O(/4*) gilt. Da die Normen
i Ay || als gleichmiBig beschriankt vorausgesetzt sind, kdnnen wir

CR(W) - RU(f) L Ky e b AL o0 h Lk (4.26)

fiir hinreichend kleine # erreichen.
Wir zeigen nun, dal} (4.25) einen Fixpunkt W besitzt. Es sei H :— [/, i} 2
und ¢ die lincare Abbildung ¢ : H -» H mit

(W) A W.

Wegen | 4, ', - 1 ist ¢ eine Abbildung von H in sich. Weiterhin sei s die
Abbildung

o H-- K, K]

‘;Z’( W’U ----- W, B RE (R(l( W) i R(,(‘/-)...., Rkﬂ( W) -+ RIH 1(]()‘)-

Nach Voraussetzung (D) ist i stetig. ¢ ist ein Homéomorphismus von ff auf
@(H). Also ist i = ¢! stetig. Weiterhin enhilt (H) den Wiirfel

W, == {WeR2 W, =« K, i-=01.. k-1
mit K, aus (4.26). Also ist die Abbildung

fog i WL W
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cine stetige Abbildung einer endlichdimensionalen konvexen Menge in sich.
Nach dem Fixpunktsatz von Brouwer gibt es ein ¥ == ( 3y ,..., Jpoq) € W), mit

be @) = .
Fur
W (W5, W5 W) = o i ()
gilt dann
W)

also

Bl
Y AW = R(W*) -+ R(f), P=0,1,.... k= L
i=0
Also gibt es eine Losung W* von (4.25) fiir hinreichend kleines / und mittels

(4.20) eine Losung M von (4.18). Damit ist der Satz fiir das Randwert-
problem (1.3) bewiesen.

Bemerkung 4.3. (1) Satz 4.2 setzt die Beschranktheit der Normen von
A1 bzw. Ay explizit voraus. Dies trifft z.B. zu fiir die Matrizen A3, falls n
gerade und die Zerlegung (4.16) asymptotisch &dquidistant verteilt ist
(Ahlberg [2]). Tm Falle des Randwertproblems ist die Beschrénktheit der
Normen von A3 in der Literatur bislang nur fiir n == 2, ny == n, = 1 bekannt
(vgl. Ahlberg et al. [1]). Untersuchungen an der Universitit Miinster [17, 18]
zeigen, daB fiir gerades n und n, = n; == n/2 die Normen von 4, bei dqui-
distanter Verteilung (4.16) zumindest fiir n = 4, 6,..., 12 beschriankt bleiben
(sieche auch de Boor {5)).

(2) Die Definition der Zuldssigkeit von f ist so ausgelegt, daB sich als
zuldssiger Bereich der W, direkt der Wiirfel (4.23) ergibt. Man kann jedoch
die Zulassigkeit von f so wohl schwécher als auch stirker formulieren, ohne
dal} die Aussage von Satz 4.2 davon beriihrt wird. Fordert man als Zuldssig-
keit von fflir X, daf} es ein 8 > 0 gibt, so daf alle

M e [f"(r) — Blq) h™, f™(1) + Glgyhr],  0<<p <2

fiir 7 == 0, 1,..., k -+ 1 zuldssig fiir X sind, so ergibt sich (mit 8/q = 1) statt
(4.23) als zulassiger Bereich der W; der Wiirfel

| W, < h?, i=0,1,.., k-4 1. (4.23"
Fur 0 = p <{ 1 bleibt der Beweis von Satz 4.2 unverandert, indem man statt

(4.23") fiir hinreichend kleine / wiederum nur den Teilwiirfel (4.23) betrachtet,
wihrend man im Falle | << p <2 direkt von dem Wiirfel (4.23") ausgeht.
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Letzteres fuhrt zu
ANt 1. )M = fUiD()y - O Yy, i= 0.1, k-1,

d.h. in diesem Falle liegt sowohl der betrachtete Parameterbereich von M
“nahe” bei £ als auch 4'M “‘nahe™ bei f: 1,

(3) Dic Existenzaussage von Satz 4.2 kann unter schwicheren Voraus-
setzungen gefolgert werden. Es genuigt, daB sich die Normen der Matrizen
A bzw. A; 1 wie

; A:[VI\‘»,, = Oy, 0:lp- 1,
gleichmiBig in / verhalten. Der Beweis von Satz 4.2 bleibt dann im wesent-
lichen unverdndert; jedoch verschlechtern sich die Konvergenzaussagen des
folgenden Satzes 4.4 um den Faktor A-".

(4) Gilt zusitzlich zu Bedingung (D), dal die (#n - 2)-ten Ableitungen
von x; € X; stetige partielle Ableitungen nach den Parametern M, besitzen,
so kann eine Losung von (4.18) mittels des kontrahierenden lterations-
verfahrens

MUY 4D - RA(MYY). ie N,
fur hinreichend kleine /1 gewonnen werden, da dann auch
ERUM, - OUP)

mit gleichmiBig beschrinkten Funktionen O(/?) gilt, wie aus der Darstellung
von R; aus Lemma 3.10 hervorgeht (vgl. Werner {15]).

(5) Gilt Sy = S,.1... liegt also der lineare Fall vor, so geniigt fir die
Existenz einer Losung der Interpolationsaufgaben selbstverstindlich die
Existenz der Inversen A7 bzw. 4,7, die fiir 4,7 stets gewéhrleistet ist (vgl. z.B.
Ahlberg ef al. [1] und Karlin und Ziegler [9]).

SAaTz 4.4. Es mogen die Voraussetzungen von Satz 4.2 erfiillt sein, und
seSy sei die Lisung des Randwertproblems (1.3) bzw. des periodischen
Interpolationsproblems (1.5) fiir hinreichend kleines h und beschrénktes p.

Dann gilt
(dijde)(f (1) — s(t) =- O(h™27), =20, bon 4 2,
gleichmdpig in t € [a, b].

Der Beweis verlduft analog dem Beweis des entsprechenden Satzes von
Werner [15].
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